
浅析求解线性方程组通解的方法
线性方程组时线性代数的核心内容，无论从理论体系上来讲还是从历年考试情况来看，

它在整个学科中都有着至关重要的作用。理论体系上，线性方程组是线性代数前半部分的理

论核心，前面学到的行列式，矩阵以及秩和向量都是为线性方程组服务的，以线性方程组为

线索，我们也能理清前半部分的知识框架体系，把主体知识结合成一个有机的整体。从历年

考情来看，本部分也是考查的重点，无论考频上还是分值上，在线性代数各部分知识中都是

最高的，多数情况下，线性方程组主要解决两个问题：一是解的判定，这部分包含解的存在

性和唯一性两个问题；二是解的结构，包含齐次和非齐次线性方程组解的性质、齐次线性方

程组的基础解系以及齐次和非齐次线性方程组通解等问题。以上知识点中，线性方程组通解

的结构是难度较高的部分，在此，笔者浅析通解问题，希望可以帮助考生理解和掌握这部分

知识内容。

一、齐次线性方程组

1、 齐次线性方程组解的性质

定理：如果�1和�2均为齐次线性方程组�� = 0 的两个解，则对于任意实数�1，�2，

�1�1 + �2�2仍为�� = 0 的解。也即：�1和�2任意线性组合仍为�� = 0 的解。

该定理还可以推广到多个向量的情况，假设：�1, �2, …, ��均为�� = 0 的解，则

�1, �2, …, ��的任意线性组合仍为�� = 0 的解。

2、 基础解系的定义

假设齐次线性方程组�� = 0 有非零解，如果向量组�1, �2, …, ��满足如下三个条件：

（1） �1, �2, …, ��都是�� = 0 的解；

（2） �1, �2, …, ��线性无关；

（3） �� = 0 的任意解都可以由�1, �2, …, ��线性表示，



则称�1, �2, …, ��为�� = 0 的基础解系，�� = 0 的通解可以表示为�1�1 + �2�2 + … +

����（�1, �2, …, �� ∈ �)。

注：1）基础解系就好比是齐次线性方程组解集中的一个代表，他所起到的作用就

是可以表示方程所有的解，又因为基础解系所有的向量都在解集中，所以他们的任

意线性组合仍然是这个方程的解，即其任意线性组合可以代表整个方程的通解。若

基础解系线性相关，则其一定存在极大线性无关组，而向量组与其极大线性无关组

是等价的，所以此时基础解系只需要取其极大线性无关组即可，所以基础解系线性

无关是使得基础解系中所包含向量个数最少的一种情况；

2）求解基础解系是求解齐次及非齐次线性方程组通解的关键，是解的结构部分最

重要的概念，其应该满足三个条件：a. 是�� = 0 的解；b. 线性无关；c. 可以表示

其他所有解；

3）由于�� = 0 解集就是一个向量组，所以我们不难发现，基础解系是这个向量组

中包含线性无关的向量个数最多的、可以表示其他所有向量的子向量组，也就是说：

基础解系就是�� = 0 解集的极大线性无关组。

3、 基础解系的存在性

定理： 设齐次线性方程组�� = 0 中系数矩阵 A 的秩�(�) < �，则齐次线性方程组

�� = 0 的基础解系存在，并且任意一个基础解系中都包含� − �(�)个解向量。

注：1）由于方程组的系数矩阵不满秩，所以方程组中主元的个数为�(�)，自由变

量的个数为� − �(�)，而自由变量的作用就是为了表示主元，所以此时数基础解系

中所包含的向量个数应该等于自由变量的个数，用来表示清楚主元；

2）由于基础解系本质上就是�� = 0 解集的极大线性无关组，所以由极大线性无关

组的性质可知，�� = 0 的任意� − �(�)个线性无关的解都是�� = 0 的基础解系；

3）由于此定理可知，基础解系所要满足的三个条件可以变更为：a. 是�� = 0 的解；

b. 线性无关；c. 包含向量个数为� − �(�)；

4、 基础解系的计算方法



求�� = 0 的基础解系即找到�� = 0 的� − �(�)个线性无关的解向量。

对于抽象型线性方程组，具体计算步骤为：

1）求�(�)；2）找到� − �(�)个解；3）证明所找的解线性无关；

对于数值型线性方程组，具体计算步骤为：

1）对系数矩阵 A 实施初等行变换化为阶梯形矩阵；

2）找到主元（每行第一个非零元），主元之外的变量为自由变量；

3）在此进行初等行变换，将阶梯形矩阵化为“行最简行”矩阵（主元所在列，除

主元为 1 之外，其他元素均为 0）;

4）在上述方程中，分别另“自由变量”，其中一个为 1，其余为 0，依次进行到所

有自由变量都赋值过一次 1，这样可以保证解向量是线性无关的，同时还可以保证

基础解系所包含的向量个数为自由变量的个数；

5）主元取到各自由变量对应列主元所在位置元素的相反数即可。

二、非齐次线性方程组

1、 非齐次线性方程组解的性质

1） 如果�1和�2均为非齐次线性方程组�� = �的两个解，则�1 − �2为�� = 0 的解。

即“非齐-非齐=齐”；

2） 如果�3为非齐次线性方程组�� = �的解，�4为齐次线性方程组�� = 0 的解，则

�1 + �2为非齐次线性方程组�� = �的解。即“非齐+齐=非齐”；

2、 非齐次线性方程组的通解

设�1, �2, …, ��是齐次线性方程组�� = 0 的基础解系，�0为非齐次线性方程组�� = �

任意一个解，则非齐次线性方程组�� = �的通解可以表示为：�1�1 + �2�2 + … +

���� + �0，其中�1, �2, …, �� ∈ �。

注：非齐次线性方程组的通解为其导出组的通解加上其任意一个特解。求非齐次线

性方程组的通解，就需要先求出导出组的基础解系，再找到非齐次线性方程组的一

个特解。即“非齐通=齐通+非齐特”。

以上，是笔者总结得齐次和非齐次线性方程组的通解解法，纵观以上过程，可以较容易



地得知，在求解二者通解的过程中，求出对应齐次线性方程组的基础解系是解题的关键，各

位考生应重点掌握。


