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单调有界收敛准则及其应用

极限是考研数学必考的考点，在极限考查中，有一种难度较高、得分率较低的题型---利用单调有界收敛准则证明极限存在。这种题型求解方法固定，规律性很强。根据历年真题的规律，我们给大家总结出这类题的解题技巧，希望能对大家有所帮助。
一、单调有界准则
单调且有界的数列必收敛。
理解：单调递增且有上界的数列必收敛；单调递减且有下界的数列必收敛。
题型：已知数列极限的递推关系，试证数列的极限存在，并求此极限。
解题思路：



1）预判。令，递推关系两边同取极限，得到关于的方程，进而求出，对比数列前三项和该极限，确定证明方向。
2）先证有界性。
3）再证明单调性。
解题过程：
1）先证有界性。通过数学归纳法证。
2）再证单调性。通过单调性的定义证。
3）求该极限。






二、应用



【例1】：设，，试证数列的极限存在，并求此极限。
分析：
1） 





令，代入，有，解得或（舍，因为）
2） 

，代入递推关系有，。
3） 
确定证明方向：证明单调递增且有上界。
证明：
1） 





有界性：即证明，利用数学归纳法，已知，假设，可得，由数学归纳法可得，即有上界。
2） 

单调性：，所以单调递增。

综上，根据单调有界收敛准则可知，数列收敛。
3） 






不妨设，代入，有，解得或（舍，因为），故。








【例2】：设，，试证数列的极限存在，并求此极限。
证明：
1） 





有界性：即证明，利用数学归纳法，已知，假设，可得，由数学归纳法可得，即有下界。
2） 单调性：


，所以单调递减。

综上，根据单调有界收敛准则可知，数列收敛。







3）不妨设，代入，有，解得或（舍，因为），故。

总结：


1）根据递推公式证明数列极限存在的基本思路：首先证明数列单调有界，从而得到该数列极限存在；然后在等式两边同时取极限，得到方程，解出极限值。
2）证明数列单调有界的主要方法：
①先设出极限再求出极限值，对比极限值与数列前三项的大小关系确定证明数列单调递增还是单调递减、有上界还是有下界，以及上界或下界各是多少；
②证明时，先证有界性，再证单调性；
③为了更好地运用递推公式，证明过程中一般会用到数学归纳法。
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